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Resumo 
 
 
Neste trabalho desenvolve-se e implementa-se uma metodologia de 
optimização de forma de estruturas metálicas em regime elástico. 
A ferramenta numérica desenvolvida permite optimizar parâmetros que 
definem a forma, geometria e/ou massa de estruturas metálicas.  A 
função objectivo é avaliada recorrendo ao programa de análise de 
elementos finitos Abaqus® e a determinação iterativa de novos 
parâmetros é efectuada através do método de optimização de 
Levenberg-Marquardt, implementado no programa SiDoLo®. A 
integração entre o programa de elementos finitos e o programa de 
optimização foi criada com recurso à linguagem de programação 
Fortran. 
A metodologia apresentada neste trabalho é validada através de 
exemplos cuja solução é conhecida, provenientes de literatura 
especializada. 
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Abstract 
 
In this work a shape optimization methodology for metallic structures in 
the elastic regimen is developed and implemented. 
The developed numerical tool allows the optimization of these 
parameters that define the shape, geometry and/or mass of metallic 
structures.  The objective function is evaluated using a finite elements 
analysis program Abaqus® and the iterative determination of new 
parameters is reached through the optimization method of Levenberg-
Marquardt, implemented in the SiDoLo® program.  The interaction 
between the finite elements program and the optimization program was 
created with resource to the programming language Fortran.  The 
methodology presented in this work is validated through examples 
whose solution is known. 
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1. INTRODUÇÃO 
 
 
Este documento pretende apresentar o trabalho desenvolvido para a implementação de 
uma metodologia de optimização de forma de estruturas metálicas tridimensionais no 
regime elástico.  Para isso, dois conjuntos de conceitos são muito importantes: o método de 
elementos finitos (FEM1) e métodos de optimização. 
 
A fiabilidade de uma peça ou de uma estrutura é um factor essencial no desenho e 
concepção de uma estrutura.  O avanço na análise de peças e/ou estruturas pelo método dos 
elementos finitos permite aos engenheiros ter em conta no modelo detalhes de uma peça 
complexa ou estrutura como, por exemplo, as coordenadas, as condições fronteira, as 
cargas e as propriedades do material. 
A análise estrutural de elementos finitos é uma ferramenta muito importante para 
ajudar os engenheiros a considerar incertezas durante o desenho, construção e cálculo do 
tempo de vida da peça, que o podem ajudar a estimar a probabilidade de falha da estrutura. 
Muitos dos fenómenos físicos em ciência e engenharia podem ser descritos em termos 
de equações diferenciais.  Em geral, resolver essas equações por métodos analíticos 
clássicos para as formas (geométricas) arbitrárias é quase impossível.  O método dos 
elementos finitos é uma aproximação numérica pela qual estas equações diferenciais 
podem ser resolvidas.  A partir de uma perspectiva de engenharia, o método dos elementos 
finitos é um método para resolver problemas de Engenharia como a análise de tensões, a 
transferência de calor, o fluxo de fluidos e electromagnetismo, em simulação por 
computador e optimização de forma, massa ou volume. 
Muitos cientistas e engenheiros no mundo utilizam o método elementos finitos para 
prever o comportamento estrutural, mecânico, térmico, eléctrico e de sistemas químicos, 
tanto para projecto da estrutura ou elemento como para a análise do seu desempenho. 
Para explicar a base de abordagem do método dos elementos finitos, pode      
considerar-se uma placa com um furo como mostra a figura 1, e para a qual queremos 
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encontrar a distribuição de temperaturas.  É fácil escrever a equação de equilíbrio térmico 
para cada ponto da chapa.  No entanto, a solução da equação diferencial resultante para 
uma geometria tão complicada como o bloco de um motor é impossível por métodos 
clássicos como o da separação de variáveis.  Do mesmo modo, a análise de tensões exige a 
solução de equações diferenciais que são muito difíceis de resolver por métodos analíticos 
excepto para formas muito simples, tais como quadrados ou rectângulos. E a Engenharia 
raramente tem problemas com formas tão simples. 
A ideia básica do FEM consiste em dividir o corpo em elementos finitos, muitas vezes 
apenas chamados de elementos, conectados por nós, e obter uma solução aproximada como 
mostrado na Figura 1.(c) .  Isso é chamada a malha de elementos finitos e o processo de 
formação da malha é chamado geração de malha.  O número de elementos por unidade de 
comprimento, área ou volume na malha, define a densidade da malha. 
 
Fig. 1 – Geometria, cargas e  Elementos Finitos. 
 
Para obter uma solução razoavelmente precisa, são normalmente necessários milhares 
de nós.  Sendo assim os computadores são essenciais para resolver essas equações.  
Geralmente, a precisão da solução melhora à medida que o número de elementos (e nós) 
aumenta, o denominado refinamento da malha, mas o tempo de cálculo e, 
consequentemente o custo computacional, também aumenta. 
      
(a) Placa com furo    (b) Elemento finito triangular 
 
     
(c) Modelo de Elemento Finito  (d) Modelo de Elemento Finito Refinado 
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Os resultados seleccionados são normalmente apresentados como visualizações de 
computador, tais como linhas de contorno.  Esta informação pode então usada no processo 
de planeamento de engenharia. 
A mesma abordagem é utilizada em outros tipos de problemas.  Na análise de tensões, 
o campo de variáveis são os deslocamentos, em sistemas químicos o campo de variáveis 
são as concentrações de materiais e, em electromagnéticos, o potencial do campo. 
O mesmo tipo de malha pode ser usado para representar a geometria da estrutura ou 
componente e para desenvolver as equações do sistema linear.  Os valores nodais são 
obtidos da resolução dos sistemas de equações. 
Na condução de calor, a linearidade exige que a condutividade seja independente da 
temperatura.  Em análise de tensões, a linearidade só é aplicável se o comportamento 
material for linear elástico e de pequenos deslocamentos (análise material e geometria 
linear). 
Na análise de tensões e para a maioria das análises de cargas operacionais, a análise 
linear é adequada, uma vez que é geralmente indesejável, mesmo para a própria peça ou 
estrutura, ter cargas operacionais que levem ao comportamento não-linear do material ou a 
grandes deslocamentos.  Para a simulação de cargas completas, tais como em crash-tests, é 
necessária a análise não-linear. 
 
Outro conceito muito importante para este trabalho é o de optimização estrutural. 
Na base da optimização determinística os problemas geralmente têm o objectivo de 
minimizar o peso ou o volume da estrutura sob certas restrições de comportamentos 
determinísticos, normalmente tensões e deslocamentos [M. Papadrakakis, N. D. Lagaros, 
2003]. 
A optimização de forma tenta integrar a modelação geométrica, análise estrutural e 
optimização, num processo completo e automatizado de desenho ajudado por computador. 
Determina a forma da fronteira de um componente estrutural de duas ou três dimensões, 
tentando minimizar o peso e sob restrições à geometria e a respostas estruturais tais como a 
tensão e deslocamentos. 
A formulação matemática típica de uma optimização de forma estrutural com respeito a 
variáveis de concepção e funções de constrangimento podem ser expressas em termos 
matemáticos como um problema de programação não-linear.  O conjunto das variáveis 
desenho dá uma definição única a um determinado projecto.  A selecção das variáveis de 
desenho é muito importante para o processo optimização.  
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Trata-se de uma questão de extrema importância formular correctamente o problema de 
optimização ou podem ser encontradas soluções irrealistas.  Normalmente, é necessário 
restringir algumas funções das tensões (por exemplo as tensões principais), a fim de que 
não sejam superiores a um determinado valor ao longo de toda a estrutura. 
As n variáveis de projecto são mais frequentemente escolhidas para dimensões da área 
de secções transversais dos membros da estrutura.  Devido às exigências práticas da 
engenharia os elementos são divididos em grupos que tenham as mesmas variáveis de 
projecto.   Esta ligação dos elementos resulta numa solução de compromisso entre a 
utilização de mais material e a necessidade de simetria e a uniformidade das estruturas 
devido a considerações práticas.  Além disso, é necessário ter em conta que, devido aos 
processos de fabrico existem limitações da concepção e que as variáveis não são contínuas, 
mas discretas, pois secções cruzadas pertencem a um determinado conjunto. 
 
Neste trabalho apresenta-se um breve histórico do desenvolvimento relativos a 
procedimentos de optimização e métodos de Análises de Elementos Finitos.  São 
apresentadas análises que permitiram a verificação e validação dos modelos e métodos 
utilizados. 
As simulações numéricas foram realizadas com o Software Abaqus®, [Abaqus Users 
Manual, 2006], programa comercial amplamente conhecido e utilizado para a análise de 
Elementos Finitos. 
A optimização da peça ou estrutura é feita com o programa SiDoLo® e com recurso a 
uma interface, especialmente criada em Fortran para interligar o programa de Análise de 
Elementos Finitos, Abaqus e o programa de Optimização, SiDoLo. 
 
 
1.1 Enquadramento 
 
Na indústria em geral, pretende-se cada vez mais desenho/projecto e produção de alta 
qualidade a baixos custos e com prazos que tendem a diminuir.  Assim é necessário que, 
desde o projecto inicial, existam técnicas para optimizar as peças e/ou estruturas e que 
permitam por isso a maior fiabilidade, qualidade e menores custos.  Este objectivo é 
constantemente procurado pela mecânica. 
O campo da mecânica pode ser subdividido em três grandes áreas; teórica, aplicada e 
computacional. 
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A mecânica teórica lida com leis fundamentais e princípios mecânicos estudados para 
os seus intrínsecos valores científicos.  A mecânica aplicada transfere este conhecimento 
teórico para as aplicações cientificas e de engenharia, especialmente no que diz respeito à 
construção de modelos matemáticos para os fenómenos físicos.  A mecânica 
computacional resolve problemas específicos através da simulação por métodos numéricos 
implementados em computador. 
A mecânica contínua estuda os corpos ao nível macroscópico, usando modelos 
contínuos.  As duas áreas tradicionais de aplicação são a mecânica de sólidos e fluidos.  A 
mecânica computacional faz aproximações às ciências aplicadas, onde a mecânica 
computacional de estruturas chama especial atenção pelas aplicações tecnológicas na 
análise e desenho de estruturas. 
É dentro da mecânica computacional que se enquadra este trabalho.  Neste trabalho são 
apresentadas análises numéricas sobre o comportamento de peças e estruturas quando lhe 
são aplicadas cargas, com vista à optimização de forma da peça ou da estrutura.  Os 
modelos numéricos são baseados no método dos elementos finitos, para cálculo de 
deslocamentos, deformações e tensões.  Os resultados obtidos são comparados com 
resultados experimentais ou aplicações já existentes em outras literaturas. 
 
 
1.2 Objectivos 
 
Pretende-se neste trabalho a implementação e aplicação de métodos de optimização em 
estruturas metálicas elásticas tridimensionais.  Para isso, os objectivos principais serão o 
desenvolvimento de uma metodologia e de uma ferramenta que permita optimizar a forma 
de uma peça ou estrutura, utilizando para avaliação da sua rigidez um programa de análise 
de elementos finitos. 
Neste trabalho, o problema de optimização de forma é resolvido através da 
metodologia dos problemas inversos. 
O objectivo dos problemas inversos, que vão ser considerados neste trabalho, é 
determinar um ou mais dados de entrada das simulações que levam, após simulação, ao 
resultado requerido (optimizado).  O problema neste trabalho consiste num problema de 
optimização de forma. 
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1.3 Estado da Arte 
 
O método de elementos finitos foi desenvolvido na década de 1950 na indústria 
aeroespacial.  Os principais impulsionadores foram Boeing e Bell Aerospace, nos Estados 
Unidos e a Rolls Royce no Reino Unido.  M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin, e L. J. 
Topp publicaram um dos primeiros paper’s que definiam as ideias essenciais, em 1956 [M. 
J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin e L.J. Topp, 1956]. 
Ray Clough, escreveu um documento onde utilizou pela primeira vez o nome de 
"elementos finitos", deste modo é tido como um dos fundadores do método.  Ele só 
trabalhou em elementos finitos por mais alguns anos, e, em seguida, voltou-se para os 
métodos experimentais.  Mas o seu trabalho iniciou um tremendo esforço em Berkeley, 
liderado pelos jovens professores, principalmente por E. Wilson e R. L. Taylor e studantes 
diplomados, como T.J.R. Hughes, C. Felippa, e K.J. Bathe. 
Em 1965, a NASA financiou um projecto para desenvolver um propósito geral para o 
programa de elementos finitos na Califórnia, por um grupo liderado por Dick MacNeal.  
Este programa, que veio a ser conhecido como NASTRAN, incluiu uma ampla gama de 
capacidades, tais como a análise de tensões em duas e três dimensões, para analisar 
superfícies e estruturas complexas, a análise das vibrações e tempos de resposta a cargas 
dinâmicas [R. Courant, 1943]. 
Por volta da mesma época, John Swanson estava a desenvolver um programa de 
elementos finitos na Westinghouse Electric Corp, que vem a comercializar em 1969, um 
programa chamado ANSYS, com capacidades para programação linear e não-linear. 
O ABAQUS foi desenvolvido por uma companhia chamada HKS, fundada em 1972.  
O programa foi inicialmente centrado em aplicações não-lineares, mas gradualmente foram 
sendo adicionadas capacidades lineares. 
Um grande contributo para a larga utilização das ferramentas de elementos finitos foi o 
crescimento exponencial na velocidade dos computadores e o decréscimo do custo dos 
recursos computacionais [Klaus-Jurgen Bathe, 1996], [Zienkiewicz, R. L. Taylor, 1979]. 
Nos últimos anos, os desenvolvimentos têm estado mais voltados para consolidação e 
implementação numérica de novas metodologias e formulações [Ted Belytschko, Wing 
Kan Lin, Brian Moran, 2000]; novos modelos de comportamento [A. Andrade-Campos, S. 
Thuillier, P. Pilvin, F. Teixeira-Dias, 2007]; ou mesmo elementos de malha mais 
específicos [Robertt A. F. Valente, 2004]. 
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Por outro lado, desde os anos 70 muitos trabalhos têm sido publicados em algoritmos 
de optimização.  Mas só nos últimos anos com a evolução computacional é que têm sido 
utilizados em grande escala. 
Wenjiong Gu, em 2000 apresenta um estudo para a optimização de estruturas, 
nomeadamente minimização de peso, baseado no método dos deslocamentos [Wenjiong 
Gu, 2000]. 
Recentemente R. Sedaghati em “Benchmark Case Studies in Structural Design 
Optimization using the Force Method”, [R. Sedaghati, 2005], apresenta um algoritmo que 
combina a programação matemática baseada na técnica dos elementos finitos e na técnica 
da “Programação Quadrática Sequencial” (SQP) [R. Sedaghati, A. Suleman; S. Dost and 
B. Tabarrok, 2001]. 
Este autor apresenta resultados de estudos efectuados em benchmark’s que ilustram o 
procedimento e permitem a comparação com os existentes noutras literaturas.  Mostra que 
o esforço computacional requerido pelo Método da Força é significativamente mais baixo 
que o do Método dos Deslocamentos e em alguns casos como em optimização de 
problemas de estruturas com restrições de múltipla frequência, o método dos 
deslocamentos ou da força afectam significativamente o desenho óptimo final.  Mais, a 
optimização estrutural baseada no método da força pode resultar em desenhos finais mais 
leves. 
M. Papadrakakis e N. D. Lagaros, usaram uma técnica de optimização estrutural com 
auxílio de estratégias baseadas em algoritmos evolucionários combinadas com redes 
neuronais para resolver problemas estruturais contínuos e/ou discretos de larga escala. 
O recurso a redes neuronais é motivado pelo grande esforço de cálculo computacional 
e tempo consumido para efectuar as repetidas análises de elementos finitos durante o 
processo de optimização [M. Papadrakakis, N. D. Lagaros, 2003]. 
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2. MÉTODOS NUMÉRICOS 
 
 
Nos dias de hoje a simulação numérica assume um papel bastante relevante quer na 
investigação na comunidade científica quer no desenvolvimento tecnológico na 
comunidade industrial.  Assim nos últimos tempos tem vindo a desenvolver-se técnicas 
cada vez mais complexas e precisas de forma a simular à priori com maior exactidão o 
comportamento de materiais e de forma a encontrar as estruturas óptimas para uma dada 
solicitação. 
 
 
2.1 Método de Elementos Finitos  
 
Em qualquer simulação de elementos finitos, o primeiro passo é discretizar a geometria 
actual da estrutura, usando para tal um conjunto de elementos finitos.  Cada elemento finito 
representa uma porção finita da estrutura física.  Ou seja, aproximar um sistema contínuo 
por um sistema discreto, supondo que as leis da mecânica de meios contínuos vigoram em 
cada um dos elementos.  Numa análise tensão/deformação o deslocamento dos nós é a 
variável fundamental para o programa de cálculo de elementos finitos. 
A aplicação da malha à peça é só um passo no processo de cálculo de elementos 
finitos.  Com a eficiência e a qualidade dos programas automáticos de desenho de malha, 
desenhar uma malha numa peça em CAD2 é fácil, mas assegurar que os elementos 
desenhados são de boa qualidade e que a malha final converge para os comportamentos 
desejados é uma tarefa mais difícil [Vince Adams , Abraham Askenazi, 1999]. 
O processo de aplicação da malha à peça é muito importante, pois a precisão do 
método de FEM é muito afectada pela qualidade dos elementos de malha. 
A malha deve ser refinada de modo a assegurar uma transição gradual entre 
densidades.  Escolher o tipo certo de malha, ou o tipo de elemento correcto, para o 
problema é tão importante como ter elementos bem definidos.  As condições fronteiras, 
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propriedades do material e a própria geometria da peça também influem na precisão do 
método. 
Dados mal introduzidos nalgumas destas áreas, resultará numa significante imprecisão 
do resultado.  Porque enquanto uma malha bem definida já pode ser obtida com um bom 
pré-processamento, as condições fronteira bem definidas e características bem 
representativas do material nunca serão automáticas, a ultima decisão recai sempre sobre o 
julgamento do Engenheiro ou investigador. 
Os níveis de incerteza inerentes ao processo vão sempre necessitar que, no mínimo, os 
resultados finais sejam testados.  Assim estes resultados devem ser mais eficazes devido à 
existência dos dados já fornecidos pelo programa de FEM. 
No entanto, a necessidade de compreender o problema ao ser aproximado e as 
limitações das ferramentas que se usam, continua a recair sobre o utilizador.  A tecnologia 
com software de confiança irá dar respostas correctas definidas pela malha, propriedades 
dos materiais e condições fronteira.  
 
Os problemas podem ser de natureza mais ou menos complexa.  Os problemas da 
mecânica contínua podem ser subdivididos relativamente à inércia, em problemas Estática 
ou Dinâmicos.  Nos problemas dinâmicos a dependência do tempo tem que ser 
considerada, pois o cálculo das forças de inércias dependem das derivadas em ordem ao 
tempo.  Os problemas de estática podem também depender do tempo, mas as forças de 
inércia são ignoradas ou negligenciadas.  Estes ainda podem ser considerados 
completamente estáticos ou quase-estáticos. 
Uma classificação utilizada para os problemas estáticos, que é de particular 
importância para este trabalho, é a de lineares e não-lineares.  A análise linear estática lida 
com problemas estáticos e onde a resposta é linear, no sentido de causa-e-efeito.  Por 
exemplo se a aplicação de uma força é o dobro de outra, os deslocamentos e tensões 
internas são o dobro.  Ou seja, se tomarmos a seguinte equação: 
 
y = a + b exp(- c x) ,          (2.1) 
 
se não ajustamos c, mas variamos apenas a e b, então a análise é  linear, porque 
depende linearmente de a e b.  Mas se estivermos a também variar c, então o ajuste torna-
se não-linear. 
Fora deste domínio, os problemas são classificados de não-lineares. 
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2.1.1 Modelos Constitutivos 
 
Para melhor compreender os fenómenos de comportamento físico de alguns materiais 
metálicos e/ou estruturas, torna-se necessário desenvolver métodos e técnicas de análise 
específicos.  As técnicas de investigação passíveis de serem aplicadas para este propósito 
passam pela vertente da experimentação e da simulação numérica. 
A abordagem de simulação prende-se com o desenvolvimento, implementação e 
aplicação de métodos numéricos baseados na mecânica dos meios contínuos.  Os métodos 
numéricos aplicados a meios sólidos requerem uma descrição matemática dos estados de 
tensão e de deformação, bem como de outras variáveis do problema resultando num 
conjunto de condições que devem ser cumpridas.  Também é imprescindível considerar 
relações que caracterizem o acompanhamento de cada material.  Estas equações 
denominam-se equações constitutivas, pois descrevem o comportamento macroscópico que 
resulta da constituição interna do material. 
As equações constitutivas podem apresentar-se de diversas formas.  Desde conjuntos 
de equações independentes que descrevem distintos tipos de resposta, a sistemas de 
equações unificadas, que pretendem descrever todo o comportamento do material numa só 
função composta.  A tentativa de descrever o maior número de particularidades de 
comportamento dos materiais conduz ao aparecimento de equações constitutivas 
complexas.  Essa complexidade manifesta-se também no elevado número de parâmetros 
envolvidos. 
No presente trabalho, utiliza-se o método constitutivo mais simples, o modelo de 
comportamento elástico de Hooke: 
 
Dεσ =  ,          (2.2) 
 
onde σ é o vector de tensões, ε as deformações e D a matriz da elasticidade isotrópica. 
Deste modo obtêm-se as equações de equilíbrio para as tensões, e as equações de 
compatibilidade, para as deformações. 
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2.2 Métodos Numéricos de Optimização 
 
A metodologia genérica para os problemas de optimização está representada na figura 
2.1.  Nos problemas de optimização, um sistema exterior, simula o modelo, respeitando as 
restrições físicas impostas ao modelo e as restrições do modelo matemático.  O método 
numérico de optimização tenta maximizar/minimizar a função objectivo, que depende de 
um conjunto de coeficientes. 
O método numérico, na tentativa de optimizar o valor da função objectivo global, gera 
um novo conjunto de coeficientes que, posteriormente são avaliados pelo sistema externo 
que faz a comparação e validação ou não desse conjunto de coeficientes. 
Por vezes é possível obter conjuntos de coeficientes distintos, mas que tornam a 
comparação aceitável.  Neste caso, cabe ao investigador julgar os resultados obtidos, tendo 
em conta a definição e significado físico de cada coeficiente. 
A etapa da decisão e cálculo de um novo conjunto de coeficientes, com base no 
conjunto anterior e no valor da função de objectivo global, deve ser alvo de optimização 
(ver figura 2.1). 
 
 
 
Fig. 2.1:  Metodologia do problema de optimização. 
Restrições do Sistema 
(Constrangimentos) 
 
Comparação: 
(Função de Objectivo Global) 
Resposta do Modelo Matemático 
(Função objectivo) 
 
Decisão Evolução para um novo conjunto 
de coeficientes 
Parâmetros 
iniciais 
Simulação do Modelo Numérico 
Optimização 
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Na generalidade dos casos, a resolução do problema de optimização não pode ser 
efectuada de forma analítica e é realizada com base em métodos numéricos iterativos.  A 
utilização destes métodos traz dificuldades de ordem teórica e numérica, pois não existe 
unicidade da solução para um problema de identificação não-linear. 
Este facto coloca dificuldades de ordem prática e, em especial, ao nível da 
interpretação dos resultados obtidos. 
O carácter iterativo dos métodos de optimização não-linear, baseados no gradiente do 
funcional, e a necessidade de fornecer a esses métodos uma estimativa inicial para a 
solução permite encontrar mínimos locais.  No entanto, muitas vezes, estes não são o 
mínimo absoluto.  Na maioria das situações, a solução obtida depende da estimativa inicial 
de coeficientes fornecida, o que faz conduzir a diferentes resultados. 
A escolha da técnica de resolução do problema de optimização não-linear é de 
importância fulcral, visto ser esta que condiciona a eficácia do método.  Estas técnicas 
podem ser divididas em duas classes: (i) os métodos exploratórios, que utilizam 
unicamente o valor da função / funcional a minimizar e (ii) os métodos do gradiente ou do 
declive, que utilizam, alem do valor do funcional a minimizar, informação sobre os 
gradientes (nos métodos de primeira ordem) e sobre o Hessiano do funcional (métodos de 
segunda ordem).  Uma vez que necessitam de um número elevado de avaliação do 
funcional, os métodos exploratórios são utilizados quando o custo de avaliação do valor da 
função / funcional é reduzido.  Com o aumento de poder de cálculo esta abordagem, mais 
geral e mais fácil de implementar, ganhou novo fôlego [A. Andrade-Campos, 2005]. 
 
Os resultados obtidos pelos métodos de optimização baseados no gradiente são 
conhecidos por serem excessivamente dependentes dos parâmetros dados como iniciais.  
Apesar destes métodos demonstrarem ser objectivos, devem ser utilizados repetidamente 
com diferentes conjuntos de parâmetros iniciais.  Desta forma, minimiza-se a possibilidade 
de alcançar extremos locais.  O algoritmo utilizado neste trabalho é uma combinação do 
método do Maior Declive e do método de Levenberg-Marquardt.  Este último é uma 
evolução ao método clássico de Gauss-Newton e é frequentemente utilizado com a 
finalidade de aumentar a convergência do algoritmo. 
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2.2.1 Método do Maior Declive 
 
Supondo que a função objectivo depende não-linearmente dos parâmetros                      
a = (a1, a2, … , aN).  Então devemos minimizar, 
 
[ ]∑
=
=
N
i
iNG FaaaF
1
2
21
2 ),...,,( ,       (2.3) 
 
Onde FG é a função geral a minimizar e Fi a função individual para cada coeficiente.  
Uma forma de minimizar uma função geral de diversas variáveis é usando o método do 
maior declive.  Este método é baseado no facto de o gradiente de uma função apontar na 
direcção oposta ao declive da função: a trajectória do maior declive.  Ou seja, se 
começando com um ponto definido por um vector inicial a, a direcção do maior declive δa, 
é dada por: 
 
)(2 aa GFconstδ ∇−= ,        (2.4) 
 
O novo vector do parâmetro toma o valor (a+ δa).  O problema com este método é que 
não se conhece o quanto se pode desviar ao longo da linha do maior declive, isto é não se 
sabe que valor tomar para constante (-const).  Na realidade o problema não é só escolher 
uma constante: pode pretender-se desviar uma quantidade diferente para cada componente 
i. 
É possível encontrar um algoritmo que escolha uma constante ou um conjunto de 
constantes, e então, depois de uma iteração, se FG2 aumentasse, volta-se atrás para escolher 
um passo menor. 
 
 
2.2.2 Método Newton 
 
A condição de minimização pode ser convertida na resolução de um problema           
não-linear, requerendo que a derivada respeitante a cada um dos parâmetros, seja nula, ou 
seja: 
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Pode tentar-se resolver o sistema não-linear usando o método de Newton.  Este método 
começa com um valor inicial para o vector dos coeficientes a e procura a variação do 
vector ∂a que melhora esse valor inicial, ou seja procura-se a solução para: 
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Assim esta variação é encontrada resolvendo o sistema linear, 
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A ligação pode ser tornada mais explícita realizando uma Expansão de Taylor de FG(a) 
em deslocamentos pequenos sobre o vector a, ou seja: 
 
aMaacaaa δδδ ...2)()( 22 +−=+ GG FδF  ,     (2.10) 
 
de segunda ordem em δa.  Onde M é duas vezes a matriz Hessiana (a matriz Hessiana, 
é a matriz das segundas derivadas parciais).  Assim, resolver um sistema linear é só um 
passo na iteração de Newton, que é suposto conduzir à solução após um determinado 
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número de iterações.  Para construir os componentes do vector c e a matriz M, tem que 
conseguir-se avaliar as primeiras e segundas derivadas parciais da função a ajustar em 
relação aos parâmetros de ajuste. 
Posteriormente para prosseguir com as iterações de Newton, é necessário que resolver 
um sistema linear por cada iteração. 
O erro do iésimo parâmetro é encontrado no elemento da diagonal da matriz Mi,k no 
mínimo da função FG2 : 
 
iii ,
12 )( −= Mσ  ,         (2.11) 
 
 
2.2.3 Método Levenberg-Marquardt 
 
Ambos os métodos acima descritos têm problemas: 
(1) o método do maior declive não tem uma maneira eficiente para determinar o passo;  
(2) o método de Newton baseia-se na resolução de um sistema de equações lineares e a 
matriz a ser invertida pode ser singular; 
(3) e, a menos que se comece perto do mínimo, o método de Newton pode conduzir a 
soluções oscilantes divergentes que se afastam da solução.  Isto é, surge 
overshooting, (passa muito para além do objectivo) e de seguida também exagera na 
compensação, etc. 
A resolução padrão para o problema da singularidade da matriz, é ignorar as segundas 
derivadas em M, ou seja: 
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Esta matriz é definida positiva (logo não-singular), desde que a função a ajustar tenha 
independente variação nos parâmetros, (isto é, por exemplo, não seria possível encontrar os 
parâmetros a1 e a2 separadamente se a função objectivo dependesse deles unicamente 
como a1+a2). 
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O problema de overshooting pode ser resolvido com o método de Levenberg e 
Marquardt que combina o método do maior declive com o de Newton.  Deste modo a 
matriz M é modificada para a forma, 
 
jiiijijikj ,,,,
~
,
δMMMM λ+=→  ,       (2.13) 
 
Por outras palavras, aumentam-se os elementos da diagonal da matriz M num factor 
(1+λ), supondo-se λ muito grande.  Assim os termos da diagonal dominam e a solução para 
a equação 2.7 é: 
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que representa o método do maior declive mas com uma possibilidade explicita de 
escolha do tamanho do passo em cada direcção. 
Por outro lado, se λ for muito pequeno, este método aproxima-se mais do tipo do de 
Newton.  Para escolher λ, pode começar-se o esquema de Levenberg-Marquardt com um 
valor pequeno de λ.  Ou seja, aproximação ao método de Newton.  Se for feito overshoot 
do mínimo, obtem-se um aumento em FG2.  Logo aumenta-se o valor de λ em 10 vezes e 
tenta-se de novo. 
Eventualmente λ poderá ser muito grande, então o método está aproximado ao do 
método do maior declive, com um passo que fica mais pequeno à medida que se aumenta 
λ.  Assim ao aumentar λ, eventualmente garante-se a diminuição de FG2.  Se FG2 diminuir, 
por outro lado diminuímos λ num factor de 10 vezes.  Deste modo o próprio método 
modifica λ consoante as circunstâncias. 
Ao aproximar-se do mínimo, esperamos que o método de Newton seja melhor e       
deve-se por fim chegar a uma procura bem sucedida e com um valor pequeno de λ. 
 
Quanto ao critério de paragem, neste método, é bastante aceitável obter FG2 dentro de, 
o verdadeiro mínimo mais 1. Pois o incremento de 1 na função FG2 corresponde 
aproximadamente ao mesmo no desvio dos parâmetros.  Entretanto, a estimativa do erro, 
pela equação 2.11 é normalmente bastante sensível ao quanto estamos próximos do 
verdadeiro mínimo.  Assim esta é uma boa maneira para ajustar o critério de paragem em 
acordo com o efeito resultante na estimativa do erro. 
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2.3 Método dos Gradientes e Problema de Penalidades 
 
Qualquer método de optimização baseado no gradiente do funcional tem que obedecer 
à condição de continuidade e de existência de derivada em qualquer ponto do seu universo 
e para qualquer direcção do funcional custo.  Satisfeita esta condição é possível introduzir 
no método constrangimentos de optimização e levando a um problema de penalidades.  O 
problema consiste na minimização da função FG (A), definido por: 
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onde os termos de constrangimento são definidos pelas M desigualdades gm (A) ≤ 0.  
Os coeficientes de penalidade, αm, permitem que haja evolução da importância dos 
constrangimentos ao longo do processo. 
Os métodos do gradiente são conhecidos por terem um desempenho elevado e 
assegurarem a convergência para pontos estacionários (mínimo local).  Nos problemas de 
optimização de forma e/ou topológica, o acoplamento de vários métodos baseados no 
gradiente é frequentemente necessário.  Tal se deve ao facto de o funcional ser mal-
condicionado.  Logo, o algoritmo de optimização utilizado combina duas técnicas clássicas 
de minimização: 
 
1. O método do maior declive, que é utilizado no inicio do cálculo de forma a 
melhorar a estimativa inicial dos coeficientes; 
 
2. O método de Levenberg-Marquard (variante do método de Newton), que tem a 
finalidade de acelerar a convergência na fase final do processo de optimização. 
 
 
O algoritmo desenvolvido por Marquardt apresenta-se como um método de máxima 
vizinhança e é usualmente utilizado na estimativa por mínimos quadrados de parâmetros 
não-lineares.  Assim como o método de Newton, este apresenta convergência quadrática 
[A. Andrade-Campos, 2005]. 
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Seja a matriz J a matriz jacobiana da funcão FG(A).  Os seus elementos são definidos 
por: 
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r é vector dos resíduos.  Para k, o tamanho do passo de Levenberg-Marquardt, δk , é 
determinado resolvendo o seguinte sistema: 
 
k
T
kkkk
T
k δ rJJJ −=+ )1( µ  ,        (2.17) 
 
Pode demonstrar-se que existe sempre um µ > 0, designado por parâmetro de 
Levenberg-Marquardt, de forma a que δk , se encontra numa direcção que leva à redução 
da magnitude de FG(A).  De modo a incluir o efeito das funções de penalidade, pode ser 
adicionada ao segundo membro da equação 2.17 um termo f, contendo a primeira derivada 
da função peso de penalidade.  Adicionalmente, a segunda derivada da função de 
penalidade, H deve ser acrescentada ao primeiro membro, isto é, 
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Sempre que a escolha inicial de coeficientes, A0, não for a mais adequada, o método 
iterativo pode apresentar dificuldades de convergência.  De forma a minimizar este 
problema, pode utilizar-se um método simples, como o método do maior declive, para 
determinar e melhorar o conjunto inicial de parâmetros.  Para este método é suficiente 
definir a direcção de busca, hi , dada por: 
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e o tamanho de incremento λi,  
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A avaliação do gradiente do funcional a optimizar, 
A
r
∂
∂
 , necessária para os dois 
métodos referidos, pode ser efectuada da forma analítica ou numérica.  A estimativa 
numérica do gradiente do funcional pode ser realizada por diferenças finitas.  Este método, 
que não necessita de um desenvolvimento numérico elaborado, permite utilizar os métodos 
de optimização referidos em diversas classes de modelos de comportamento.  Também 
permite, de forma a avaliar a resposta de um modelo particular, utilizar um programa de 
simulação exterior (como um programa de elementos finitos) sem haver necessidade de se 
efectuar qualquer modificação. 
 
O algoritmo baseado na combinação dos métodos anteriormente descritos é descrito na 
figura 2.2 . 
 
 
Fig.2.2: Algoritmo de optimização baseado em métodos do gradiente. 
 
 
 
1-  Escolha de tentativa inicial para os parâmetros do material, A0, e coeficientes 
iniciais do processo 
2-  Cálculo das previsões do modelo, F  
 
3-  Avaliação da função de custos FG(A) 
 
4-  Melhoria do conjunto inicial de coeficientes com o método do maior declive: 
4.1-  REPETIR 
4.1.1-Calculo da direcção de busca hi e do tamanho de incrementos λi  
4.1.2-Determinação de A1 = A0 + λihi   
Até obtenção de hi ideal. 
5- Calcular as previsões do modelo, F  
6- Avaliação da função geral FG(A)  
7- Escolha do parâmetro de Levenberg-Marquardt µ0  
8- Estimativa dos pesos, da função de penalidade e da função objectivo FG(A)  
9- Convergência pelo método de Levenberg-Marquardt: 
9.1-REPETIR – Ciclo interactivo k = 1, …, Nmax  
9.1.1.-Calculo da matriz jacobiana J e das junções de penalidade H e f  
9.1.2-Resolução do sistema de equações 2.17 para o incremento δk  
9.1.3-Actualização do conjunto de parâmetros Ak+1 =Ak + δk  
9.1.4-Verificação de convergência  
9.1.5-Actualização de µk e dos pesos das funções de penalidade 
Até convergência ou k = Nmax  
10-  Saída de resultados 
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2.4 Programa de Optimização – SiDoLo 3  
 
Os métodos numéricos baseados no gradiente, referidos anteriormente, estão 
implementados no programa SiDoLo®.  O programa de optimização SiDoLo® é um 
programa de optimização de âmbito genérico e que pode ser utilizado em diversos campos 
científicos e de engenharia. 
 
O programa de optimização SiDoLo, contém três modos de utilização: - Modelo 
Explícito, Modelo diferencial e Modelo Exterior. 
Neste trabalho é usado o modo de Modelo Exterior, onde a experiência a optimizar, é 
um programa exterior que funciona independente do SiDoLo.  Esse programa executável 
exterior comunica com o SiDoLo unicamente por intermédio de ficheiros e por um 
programa interface que controla a comunicação entre ambos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
 
 
3
 O programa de Optimização SiDoLo® foi inicialmente desenvolvido no Laboratoire de Mécanique et 
Technologie de l’Ecole Normale Supéieure de L’Enseignement Technique (ENS Cachan) nos anos 80 no 
âmbito da tese de doutoramento de Philippe Pilvin.  O seu desenvolvimento foi continuado de 1989 a 1996 
no Centre de Materiaux de l’Ecole de Mines de Paris.  Posteriormente, até 2001, o trabalho de 
desenvolvimento foi realizado no Laboratoire de Mécanique des Sols, Structures et Matériaux de l’Ecole 
Central de Paris.  Actualmente o programa SiDoLo® encontra-se em desenvolvimento no Laboratoire de 
Génie Mécanique et Matériaux (LG2M) da Université de Bretagne-Sud e no departamento de Engenharia 
Mecânica da Universidade de Aveiro [A. Andrade Campos, 2005]. 
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3. IMPLEMENTAÇÃO 
 
 
Pretende-se implementar uma metodologia para a optimização em estruturas metálicas 
em regime elástico.  Deste modo pretende-se elaborar um algoritmo para interligar 
iterativamente um programa de simulação numérica de elementos finitos e um programa de 
optimização. 
Foi desenvolvido um programa de interface, em Fortran, para interligação entre o 
programa de elementos finitos Abaqus e o programa de optimização SiDoLo, sucintamente 
representado no diagrama figura 3.1. 
 
O programa de interface permite: 
 
1. Fazer a leitura dos coeficientes da última iteração do Programa de Optimização 
SiDoLo, 
2. Enviar os valores dos coeficientes para o ficheiro de leitura do Programa Abaqus, 
3. Executar o programa de FEM, Abaqus, 
4. Recolher os valores resultantes do programa de FEM, 
5. Calcular a Função Objectivo, 
6. Aplicar Penalidades à Função Objectivo, 
7. Enviar os valores da Função Objectivo para o Programa de Optimização. 
 
 
O algoritmo desenvolvido permite optimizar parâmetros que definem a forma, 
geometria e/ou massa de estruturas metálicas.  A função objectivo é avaliada através do 
usa do programa de elementos finitos Abaqus e a optimização iterativa dos parâmetros 
usando o programa SiDoLo. 
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Fig. 3.1:  Diagrama da Interface iterativa de Optimização. 
 
Num primeiro passo, esta interface lê o ficheiro de extensão .coe que contém os 
coeficientes de optimização disponibilizado pelo programa SiDoLo em cada iteração de 
optimização.  Para a primeira iteração os coeficientes iniciais são introduzidos no SiDoLo 
por intermédio de outro ficheiro. 
No segundo passo, esta Interface envia os valores dos novos coeficientes para o 
programa de FEM, Abaqus.  Para o efeito o ficheiro de extensão .inp, que contém toda a 
informação para o Abaqus executar a simulação, é alterado e substituído por um ficheiro 
que contém os novos valores dos coeficientes.  Este ficheiro contém informação acerca das 
posições dos nós, da constituição dos elementos, o tipo de elementos, características do 
material, condições fronteira e carregamento aplicados, etc. 
Programa de Optimização 
(SiDoLo®) 
Cálculo da Função Objectivo  F(s) 
Cálculo da Função Penalidades h(s)  
Escrita da Função Objectivo Global 
(Inclui Penalidades) 
Leitura dos Novos 
Coeficientes 
Programa de FEM 
(Abaqus® ) 
Ficheiro  
.inp 
Coeficientes 
Inicias 
Novos 
Coeficientes 
Resposta do FEM 
(Ficheiro  .dat) 
Leitura da Func. Objectivo 
(Resultados da Simulação FEM) 
Início 
Pr
o
gr
am
a 
In
te
rfa
ce
 
Capítulo 3 – Implementação 
Optimização de Forma de Estruturas Metálicas em Regime Elástico 23 
Este ficheiro .inp é substituído por outro, pelo facto de não se conseguir substituir só 
uma parte do ficheiro e manter o restante intacto. 
Uma vez que só interessa substituir a parte do ficheiro .inp onde estão parametrizados 
os coeficientes, todo o restante ficheiro não interessa ser modificado, pois contém as 
informações já referidas.  Assim a solução encontrada foi copiar, a cada iteração, o ficheiro 
da iteração anterior para outro com nome diferente, mas com a informação correcta 
referente à última iteração.  Depois criar um ficheiro novo com o nome do antigo e copiar 
para lá o que interessava do antigo e escrever-lhe os valores dos novos coeficientes. 
Após a execução do programa Abaqus são então recolhidos os valores da tensão e 
deformação resultantes, a partir do seu ficheiro de resultados .dat. 
O Abaqus é executado em modo interactive, pois de outra forma ele é executado em 
modo de fundo e o programa interface, avança para a leitura do ficheiro .dat que, sem o 
Abaqus terminar a simulação não existe. 
O programa de interface, com estes dados, calcula numericamente a função objectivo 
para o problema.  Compara esses resultados obtidos com as restrições do problema e de 
acordo com isso são aplicadas, ou não, as penalidades à função objectivo. 
Por último, o valor da função objectivo global, que tem em conta as penalidades, é 
enviado para uma subrotina própria já existente no SiDoLo.  O programa de optimização 
SiDoLo faz mais uma iteração e optimiza os coeficientes consoante o interesse da função 
objectivo determinada. 
Por sua vez, a cada nova iteração o programa de optimização chama esta interface e o 
processo repete-se. 
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4. VALIDAÇÃO 
 
 
Depois de apresentada a metodologia e descritos o modelo matemático e os métodos 
numéricos, devem agora realizar-se ensaios para os validar o algoritmo. 
Neste capítulo, são apresentados alguns ensaios de optimização de forma em peças 
e/ou estruturas, para avaliar diversos aspectos do algoritmo proposto no capítulo 3.  Os 
ensaios são realizados sobre domínios geométricos simples para que mais facilmente se 
possam retirar conclusões. 
 
 
4.1 Problema da Estrutura com três Barras 
 
Considera-se a estrutura constituída pelas 3 barras, representada na figura 4.1 onde uma 
força F é aplicada à estrutura no ponto d,.  Com os dados seguintes: 
• Módulo de Young:  E = 30x106 Pa, 
• Coeficiente de Poisson  υ = 0.3, 
• Carga:  F = 10000 N, 
• Articulações em   a(0.5,1,0),  b(0.75,1,0),  c(1,1,0),  d(1,0,0)   [m], 
 
 
Fig. 4.1 - Estrutura de 3 Barras. 
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O objectivo é minimizar o peso da estrutura das três barras, sem que as tensões internas 
ultrapassem 5x106 Pa.  Considerando a densidade do material constante, minimizar o peso 
é equivalente a minimizar a secção de cada barra.  Ou seja a formulação do problema pode 
ser representado pela equação seguinte: 
 
min. ∑
=
=++=
3
1
321)(
i
idddddF   
 
Sujeito a: σj(d) ≤ 5x106 N/m2 j = 1, …, 3 (4.1) 
 0,01 ≤ di ≤ 1 i = 1, …, 3  
 
Onde F é a função objectivo, di é o diâmetro de cada barra i e σi as tensões equivalentes 
de cada barra. 
Apresentam-se aqui as condições gerais em que foram feitos os ensaios e alguns passos 
mais significativos do processo iterativo.  No que respeita à análise de elementos finitos, 
usam-se elementos do tipo T2D2, o que significa análise de elementos em 2D com dois nós 
de deslocamento linear.  O ficheiro de entrada para o Abaqus, o ficheiro de extensão .inp é 
parametrizado em relação à secção de cada uma das barras. 
No programa de optimização SiDoLo, os valores usados para o critério de paragem 
respeitam a sintaxe:  
*optimisation   1 
 0.001   1.d-35   1000 
 
Onde o valor 0.001 é referente à variação a aplicar a cada coeficiente para a estimativa 
da diferença finita do gradiente da função a optimizar.  O valor 1.d-35 é referente ao erro 
quadrado relativo entre a iteração actual e a melhor já obtida, que determinará o critério de 
paragem, e o valor 1000 é referente ao número máximo de iterações do processo de 
optimização. 
 
No programa de interface, são lidos do ficheiro de saída do SiDoLo, de extensão .coe, 
os três coeficientes da última iteração (ou os coeficientes iniciais do ficheiro de extensão 
.dat do SiDoLo) e depois de calculada a secção é enviada para o ficheiro de entrada do 
Abaqus, ficheiro de extensão .inp. 
O Abaqus é executado no modo interactive e os valores das tensões são recolhidos do 
seu ficheiro de saída, ficheiro de extensão .dat do Abaqus. 
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De seguida são calculadas as funções de penalidades equação 4.2 e a função objectivo      
equação 4.1.  A função geral é a soma da função objectivo Fi com a função das 
penalidades: 
 
i
i
iG PFF +=∑
=
3
1
 ,         (4.2) 
 
Onde Pi é a função de penalidades equação 4.4 e Fi é a função objectivo.  Ou seja a 
função geral é, 
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iG AgAFAF α  ,     (4.3) 
 
A função de penalidade P usada neste problema foi: 
 
[ ]256 }10/)105(,0max{5 ×−×= ii σP  ,      (4.4) 
 
Notar que se usa o produto pelo factor 5 e a divisão pelo valor 105 para que o resultado 
desta penalidade possa ter um valor próximo do da função objectivo e assim produzir a 
penalidade pretendida. 
No final deste programa de interface o valor da função objectivo geral é enviado para o 
programa SiDoLo, que faz a optimização dos coeficientes tendo em conta o valor da 
função objectivo geral e os envia para o seu ficheiro de saída, ficheiro de extensão .coe. 
O processo repete-se. 
 
Os resultados para este problema também foram calculados analiticamente.  Por se 
tratar do problema de uma estrutura hiper-estática é necessário usar um método de análise 
estrutural.  Neste caso foi usado o método da força. 
O resultados obtidos estão listados na tabela seguinte: 
 
Diâmetros [m] Mod. Young [Pa] Tensão [Pa] Erro Quadrático   EQ 
Função Geral  
FG 
d1 = 0,01 2.959x106  
d2 = 0,03 6.063x105  
d3 = 0,05 
3x106  
4.987x106  
8100 90 
Tab. 4.1 -– Resultados calculados analiticamente para o problema da estrutura de 3 barras. 
Capítulo 4 – Validação 
Optimização de Forma de Estruturas Metálicas em Regime Elástico 27 
Na tabela 4.1 estão representados os valores teóricos dos diâmetros máximos para a 
estrutura apresentada, respeitando os constrangimentos da estrutura e a tensão máxima 
estabelecida de 5 MPa.  Neste caso o valor da função objectivo é de 90. 
 
Na tabela 4.2, estão representados os resultados obtidos de algumas das optimizações 
que foram feitas para este problema utilizando o algoritmo explicado anteriormente.  Estão 
representados três conjuntos diferentes de valores iniciais e finais, pertencentes a três 
ensaios diferentes.  Os valores iniciais dos três coeficientes para o ensaio a) são grandes e 
afastados da solução óptima mas todos diferentes.  No ensaio b) os valores são mais baixos 
que no ensaio a), teoricamente mais próximos dos valores óptimos, mas são todos iguais.  
No ensaio c) os valores são todos diferentes e próximos dos valores obtidos nos ensaios 
anteriores. 
 
Ensaio Valor Inicial Coeficientes [m] Iterações 
Função 
Objectivo  FG  
Erro 
Quadrático  EQ 
Valor obtido 
Coeficientes [m] 
d1 = 0,1 d1 = 0,039 
d2 = 0,2 d2 = 0,045 a) 
d3 = 0,3 
95 131,326 17266.43 
d3 = 0,047 
d1 = 0,1 d1 = 0,041 
d2 = 0,1 d2 = 0,042 b) 
d3 = 0,1 
1000 130,317 16989.52 
d3 = 0,047 
d1 = 0,04 d1 = 0,031 
d2 = 0,05 d2 = 0,037 c) 
d3 = 0,06 
1000 116.15 13493.50 
d3 = 0,048 
Tab. 4.2 - Resultados obtidos pelo algoritmo iterativo para o problema 
da estrutura de 3 barras. 
 
A figura 4.2 mostra os resultados obtidos através do programa de elementos finitos 
Abaqus em pós-processamento.  Mostra a posição inicial das barras, antes do carregamento 
da força F (ver figura 4.1) e a posição final da estrutura, ou seja depois de deformada. 
Podemos observar como acontece se deforma a estrutura e comparativamente qual das 
barras está sujeita a maior carga.  Na figura 4.2 estão representadas as tensões de Von 
Mises, sendo que os valores mais elevados estão representados a vermelho e os valores 
menores a azul.  Como a carga está aplicada, inicialmente alinhada com a barra 3, ver 
figura 4.1, era previsível que quase todo os esforço fosse suportado pela barra 3 à tracção.  
A barra 2 quase não suporta esforço e a barra 1 à compressão. 
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Fig. 4.2 - Resultado obtidos no FEM com as características do ensaio a). 
 
De seguida são apresentados e comentados os gráficos e figuras ilustrativas do 
comportamento do algoritmo durante esta optimização e a comparação dos resultados a 
que se chegaram. 
De referir que no gráfico da figura 4.3 e à semelhança dos seguintes, o eixo referente 
aos valores de função objectivo e/ou erro quadrático por questões de magnitude, 
comparativamente aos valores dos coeficientes, estão representados numa escala 
logarítmica. 
Da análise dos resultados das figuras 4.3 e 4.4, pode dizer-se que o algoritmo 
apresentado cumpre com as exigência gerais para um método de optimização.  No entanto, 
de uma reflexão mais cuidada, pode notar-se que os resultados da função objectivo do 
ensaio b), não são melhores que os do ensaio a), e foram necessárias 10 vezes mais 
iterações.  A diferença entre os dois ensaios, prende-se com os valores iniciais, que em 
ordem de grandeza são inferiores e, no caso particular de um problema da minimização, 
estão mais perto da solução óptima.  No entanto, os valores iniciais referidos no ensaio b) 
são todos iguais. 
Este resultado sugere a dificuldade do método em dissociar ou interpretar a eventual 
diferença de pesos de cada coeficiente na função objectivo.  De referir que esta dificuldade 
também não é ajudada pelo facto de a função objectivo ser a soma dos coeficientes. Isto é, 
visto todos terem o mesmo peso na função objectivo torna-se mais difícil para o algoritmo 
de optimização atribuir pesos e, consequentemente, alterações diferentes para cada 
coeficiente ao longo das iterações. 
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Fig. 4.3 - Resultados obtidos com as características do ensaio a). 
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Fig. 4.4 - Resultados obtidos com as características do ensaio b). 
 
 
De salientar também na figura 4.3, as perturbações que se notam, na gradual descida do 
erro quadrático e que também se notam (inversamente neste caso) nos valores dos 
coeficientes.  Estas são reflexos da função de penalidades. 
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A função de penalidades neste trabalho pretende-se que seja uma forma numérica de 
reflectir os constrangimentos da estrutura.  Neste caso a função de penalidades está 
relacionada com a tensão nos elementos, como representa a equação 4.4.  Assim, de cada 
vez que a tensão em algum dos elementos ultrapassar o valor estabelecido, é atribuída uma 
penalidade à função objectivo global. 
 
Pretende-se que o último ensaio seja o valor óptimo para este problema.  Com base nos 
anteriores e nas conclusões que deles se podem retirar, este ensaio tem valores iniciais 
convenientemente escolhidos (relativamente aos anteriores) e mais perto dos valores 
óptimos do problema.  Deste modo, a partir dos resultados obtidos dos outros dois ensaios, 
pode aumentar-se a velocidade de convergência e precisão do método.  De salientar que 
não se devem utilizar valores de coeficientes iniciais inferiores aos óptimos.  Pois, pode 
levar ao aumento da função objectivo através do aumento das funções penalidade. 
 
No gráfico da figura 4.5 mostra-se o comportamento do algoritmo e o facto de que as 
penalidades se observam com mais frequência nas iterações iniciais, onde o gradiente da 
função objectivo é maior.  Num problema com n coeficientes a ser optimizados, nas (n+1) 
primeiras iterações o programa SiDoLo faz pequenas alterações nos valor dos coeficientes 
e avalia a resposta da função objectivo, para poder calcular por diferenças finitas o 
gradiente da função.  Este facto também está bem retratado no gráfico da figura 4.6, pois 
no final dessas (n+1) primeiras iterações, o gradiente pode ser tal que a alteração que o 
programa faz nos coeficientes dá imediatamente lugar a penalidades na função. 
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Fig. 4.5 - Resultados obtidos com as características do ensaio c). 
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Fig. 4.6 - Resultados obtidos com as características do ensaio c), iterações iniciais. 
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4.2 Problema da Placa com Furo 
 
Considere-se uma placa com um furo central, de material isotrópico nas condições: 
• Módulo de elasticidade  E = 210 000 MPa, 
• Coeficiente de Poisson   υ = 0,3 ,  
• Carga  P = 0,65 MPa , 
• Dimensão  a = 650 mm , 
• Raio  r = 250 mm , 
 
A geometria da peça é definida na figura 4.7.  Onde por simetria da peça, só um quarto 
da peça é representada e modelada.  Ambos os lados da peça estão carregados com a carga 
P conforme representado na figura 4.7.  O objectivo é minimizar o volume da peça, sujeito 
a uma tensão equivalente limite de σmax = 7 MPa .  O modelo consiste em oito pontos 
chave e cinco variáveis primárias de desenho, ( r1, r2, r3, r4, r5 ) que podem mover-se ao 
longo da sua linha radial. 
 
 
Fig. 4.7 - Placa com furo   (a) Forma real   (b) Forma modelada. 
 
 
Como referido pretende-se neste caso minimizar o peso final da peça.  Por 
consequência, admitindo a placa de secção constante e unitária, é equivalente a minimizar 
a secção total.  Este objectivo também é equivalente a maximizar cada uma das variáveis 
de desenho. 
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Então a função objectivo neste exemplo é minimizar a área restante da placa, sujeita às 
restrições apresentadas pelo desenho da peça, pelas restrições da simetria e, a que em 
nenhuma zona da placa, a tensão seja superior a 7 N/mm2 . 
 
Na interface a metodologia utilizada para resolver este problema foi a de calcular a área 
total da placa at e a esta retirar a área do furo ar , ou seja a área final será: 
 
af = at – ar  ,         (4.5) 
 
onde a área retirada no furo ar  é calculada na interface por aproximação de áreas de 
triângulos que dependem do comprimento dos raios ri (ver figura 4.8 (b) ).  
 
 
 
Fig. 4.8 - Placa com furo  (a) Valor de cada ri   (b) Aproximação da área por triângulos. 
 
Assim formulação do problema vem: 
 
min. rtf aaarF −==)(    
Sujeito a: σj(ri) ≤ 7x106 N/m2 j = 1, …, 5 (4.6) 
 200 ≤ ri ≤ 650 i = 1, …, 5  
 
Onde ri é o raio i de distância da origem a cada ponto de controlo, e σi as tensões 
equivalentes de cada elemento. 
 
No que respeita à análise de elementos finitos, usam-se elementos do tipo CPS4, o que 
significa análise de elementos em 2D em estado plano de tensão com quatro nós de 
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deslocamento bilinear.  O ficheiro de entrada para o Abaqus, o ficheiro de extensão .inp, é 
parametrizado em relação ás coordenadas dos raios ri . 
Na figura 4.9 pode ser observada a malha inicial aplicada à peça e a deformação final 
da peça.  A peça representada contém 1280 elementos de malha e 1353 nós, divididos em 
40 linhas de 32 elementos. 
 
Fig. 4.9 - Placa com furo  (a) Malha inicial aplicada   (b) Malha deformada. 
 
No programa de interface, a função de penalidades utilizada foi: 
 
P = [350 x max{0.0,σi-7} ]2 ,        com  i=1, .., número de elementos, (4.7) 
 
De notar que se usa o produto pelo factor 350 do mesmo modo que no exemplo 
anterior, para que o resultado desta penalidade possa ter um valor próximo do da função 
objectivo para que assim a penalidade produza o resultado desejado. 
No programa de optimização SiDoLo, os valores usados para o critério de paragem 
respeitam a sintaxe:  
*optimisation   1 
 0.001   1.d-35   500 
 
Onde o valor 0.001  é referente à variação a aplicar a cada coeficiente para a estimação 
da diferença finita do gradiente da função a optimizar.  O valor 1.d-35 é referente ao erro 
quadrado relativo entre a iteração actual e a melhor já obtida, que determinará o critério de 
paragem e o valor 500 é referente ao número máximo de iterações do processo de 
optimização. 
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No programa de interface são lidos do ficheiro de saída do SiDoLo, de extensão .coe, 
os cinco coeficientes da última iteração, (ou os coeficientes iniciais do ficheiro de extensão 
.dat do SiDoLo).  De seguida são calculados os ângulos αi, que dependem do número de 
coeficientes em questão e que estão igualmente espaçados de 0º a 90º, como representado 
na figura 4.8 (a).  Depois são calculadas as posições em coordenadas cartesianas de cada 
um dos coeficientes (raios ri, ver figura 4.8) e enviados para o ficheiro de entrada do 
Abaqus, ficheiro de extensão .inp. 
O Abaqus é executado no modo interactive e os valores das tensões são recolhidos do 
seu ficheiro de saída, ficheiro de extensão .dat do Abaqus. 
É calculada a função objectivo, equação 4.5, e de seguida são calculadas as funções de 
penalidades, equação 4.7. 
No final deste programa de interface o valor da função objectivo geral, que inclui as 
penalidades, é enviado para o programa SiDoLo que faz a optimização dos coeficientes 
tendo em conta o valor da função objectivo geral e os envia para o seu ficheiro de saída, 
ficheiro de extensão .coe. 
O processo repete-se. 
 
De seguida são apresentados e comentados os gráficos e figuras ilustrativas do 
comportamento do algoritmo, durante esta optimização.  Na tabela 4.3 estão os valores 
obtidos pelo algoritmo para a simulação deste problema com cinco e nove variáveis 
primárias de projecto, respectivamente ensaio a) e b) . 
 
Ensaio Valor Inicial Coeficientes  [mm] Iterações 
Função Objectivo  
[mm2] 
Erro 
Quadrático 
Valor Final 
Coeficientes  [mm] 
r1 = 250 r1 = 452, 61 
r2 = 250 r2 = 527,70 
r3 = 250 r3 = 550,39 
r4 = 250 r4 = 495,95 
a) 
r5 = 250 
379 224813,90 5,05x1010  
r5 = 465,91 
r1 = 250 r1 = 402,65 
r2 = 250 r2 = 475,68 
r3 = 260 r3 = 517,32 
r4 = 270 r4 = 539,43 
r5 = 300 r5 = 567,59 
r6 = 270 r6 = 541,83 
r7 = 260 r7 = 510,18 
r8 = 250 r8 = 479,34 
b) 
r9 = 250 
263 223023,12 4,97x1010  
r9 = 405,46 
Tab. 4.3 - Resultados obtidos pelo algoritmo iterativo apresentado para o problema da 
placa com furo. 
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Os resultados obtidos da simulação com cinco coeficientes, condições do ensaio a) 
estão representados o gráfico da figura 4.10.  Pode verificar-se o comportamento do 
algoritmo durante o processo de optimização.  É possível verificar o aumento gradual do 
valor dos raios ri e a diminuição do erro quadrático.  Como o erro quadrático neste caso é o 
quadrado da função objectivo, significa que a função objectivo também está a diminuir.  
Que é o pretendido nesta optimização. 
Como já foi referido anteriormente, o eixo referente aos valores do Erro Quadrático por 
questões de magnitude, comparativamente aos valores dos coeficientes, estão 
representados numa escala logarítmica.  No gráfico da figura 4.10, as perturbações que se 
notam, na gradual descida do erro quadrático e nos valores dos coeficientes são reflexos da 
função de penalidades. 
No gráfico da figura 4.11, onde estão representadas as iterações iniciais do algoritmo, 
fica também bem representado o facto de que o programa de optimização SiDoLo nas suas 
(n+1) primeiras iterações, (sendo n o número de coeficientes a optimizar), tem um declive 
muito pequeno impondo a cada coeficiente uma variação muito pequena, pois tenta avaliar 
o declive de interesse para a função. 
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Fig. 4.10 - Resultados obtidos com 5 coeficientes para o problema da placa com furo. 
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Fig. 4.11 - Resultados obtidos com 5 coeficientes para o problema da placa com furo – 
Início de optimização. 
 
A figura 4.12 apresenta os resultados obtidos pelo algoritmo de optimização 
apresentado.  A peça apresentada é mostra numa escala de cores, onde a cor vermelha 
representa as zonas de maior tensão e a azul as de menor tensão.  Esta distribuição de 
tensões ao longo da placa, representa as tensões de Von Mises num estado plano de tensão. 
Pode também verificar-se que os raios (variáveis de projecto) foram aumentados até ao 
máximo do seu comprimento com o objectivo de diminuir a área restante.  A diminuição 
da área restante, é limitada pela tensão máxima a que a peça pode ser sujeita.  Assim a 
partir de determinados comprimentos os raios não podem aumentar mais, sob pena de se 
ultrapassar a tensão máxima admissível na peça. 
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Fig. 4.12 - Resultado obtidos no FEM com as características do Ensaio a). 
 
 
Para melhorar a resolução da linha onde se dispõem os parâmetros, parametrizou-se a 
linha com nove pontos em vez dos primeiros cinco.  Deste modo pretende-se melhorar a 
solução final. 
Na figura 4.13 apresenta-se os resultados obtidos da simulação com nove coeficientes, 
(condições do ensaio (b) ).  Pode também observar-se o gradual aumento do valor dos raios 
(variáveis de projecto) e a diminuição do erro quadrático e consequentemente da função 
objectivo.  O comportamento do método é similar ao dos ensaios anteriores, pois apesar 
das grandes oscilações nas iterações iniciais, o método a partir de um determinado número 
de iterações estabiliza.  Isto é o reflexo das penalidades não provocam oscilações tão 
grandes como nas iterações iniciais, pelos motivos já referidos. 
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Fig. 4.13 - Resultados obtidos com 9 coeficientes para o problema da placa com furo. 
 
Na figura 4.14 está apresentada a forma final obtida para esta peça com o algoritmo 
apresentado.  Está representada a malha da peça depois de optimizada, isto é minimizada a 
sua área, e o aspecto que a peça terá quando submetida às cargas referidas no enunciado. 
Podem ser identificados os pontos referentes às variáveis de controlo 1, …, 9. 
 
 
Fig. 4.14 - Resultado obtidos do FEM com as características do Ensaio b). 
 
A peça deforma-se mais no sentido das variáveis de controlo 1, 2 e 3, pelo facto de ser 
do lado onde lhe é aplicada a maior carga.  Mas a área, ou da secção resistente é 
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ligeiramente superior do lado das variáveis 7, 8 e 9 do que do lado das variáveis 1, 2 e 3, 
pelo facto de que essa zona é que irá evitar o estiramento da peça. 
Nas linhas de simetria da peça, a horizontal que passa pela variável de controlo 1 e a 
linha vertical que passa pela variável de controlo 9, não pode haver deformação, apenas 
deslocamento ao longo dessas linhas.  Este facto era esperado. 
 
Ainda na tentativa de melhorar a resolução da linha onde se dispõem os parâmetros de 
controlo, interpolara-se as posições das cinco variáveis de controlo por intermédio de um 
polinómio de grau 4.  Para esta aproximação os valores usados na optimização foram os 
apresentados na tabela 4.4.  Os valores dos raios ri são maiores, são utilizadas mais 
iterações e o valor da função objectivo obtida é menor. 
 
Ensaio Valor Inicial Coeficientes  [mm] Iterações 
Função Objectivo  
[mm2] 
Erro 
Quadrático 
Valor Final 
Coeficientes  [mm] 
r1 = 300 r1 = 396,89 
r2 = 350 r2 = 531,84 
r3 = 400 r3 = 562,58 
r4 = 350 r4 = 518,03 
c) 
r5 = 300 
619 211262,27 4,46x1010  
r5 = 490,47 
Tab. 4.4 - Resultados obtidos pelo algoritmo iterativo apresentado para o problema da 
placa com furo, aplicação de Polinómio de grau 4. 
 
O resultado da distribuição da malha depois de optimizada a secção e a deformada 
depois de aplicada a carga está apresentado na figura 4.15 (a) e (b), respectivamente. 
 
  
Fig. 4.15 - Resultados obtidos do FEM com 5 coeficientes e com aplicação de um 
polinómio de grau 4 
 
Capítulo 4 – Validação 
Optimização de Forma de Estruturas Metálicas em Regime Elástico 41 
Um problema análogo é estudado por M. Papadrakakis e N. D. Lagaros.  Estes autores 
para resolver o problema de optimização, usam uma técnica de optimização estrutural com 
estratégias baseadas em algoritmos evolucionários, combinadas com estratégias de cálculo 
em redes neuronais [M. Papadrakakis, N. D. Lagaros, 2003]. 
A seguir estão apresentados os resultados obtidos nesse documento.  De referir que a 
parte da peça modelada pelos referidos autores, é simétrica em relação a um eixo vertical, à 
peça apresentada no presente trabalho, mas os restantes resultados serão aplicáveis. 
 
 
Fig. 4.16 - Placa com furo    (a) Forma inicial    (b) Forma final 
[M. Papadrakakis, N. D. Lagaros, 2003] 
 
No enunciado do referido artigo, os autores fazem referência aos oito pontos chave e 
cinco variáveis primárias de desenho: as circunscritas na figura 4.16 (2, 3, 4, 5 e 6).  Estes 
são os parâmetros de optimização para a função objectivo desse exemplo. 
A grande diferença na forma final da peça, prende-se essencialmente com o facto de os 
autores M. Papadrakakis e N. D. Lagaros usarem interpolação cúbica B-spline nos pontos 
de controlo e no presente trabalho ter sido usado um polinómio de grau 4. 
Nas duas primeiras aproximações, respectivamente ensaio a) e b) da tabela 4.3, as 
posições de todos os nós, inclusive das variáveis de controlo estão referenciadas em 
coordenadas cartesianas.  Só na última aproximação a este problema tabela 4.4 é que as 
coordenadas de todos os nós estão expressas em coordenadas polares.  A área final obtida 
neste trabalho é inferior à obtida no referido artigo.  Mas o contorno da linha em causa, 
junto aos pontos chave 2 e 3 da figura 4.16, é melhor que a análoga obtida neste trabalho, 
se levar-mos em conta a simetria da peça.  A diferença estará no polinómio usado. 
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4.3 Problema da Estrutura de 10 barras 
 
Para esta aplicação considera-se a estrutura constituída por dez barras, representada na 
figura 4.17, onde as força F são aplicadas à estrutura nos pontos (nós) 2 e 4.  A aplicação é 
definida pelos dados seguintes: 
• Módulo de Young:  E = 6.89x106 Pa, 
• Densidade  ρ = 2770 kg/m3 , 
• Carga:  F = 444.8 kN , 
• Deslocamento max. nos nós 1-4  = 254 [mm], 
• Comprimento L = 9.14 [m] , 
 
O objectivo é minimizar o peso da estrutura das dez barras, sem que as tensões 
equivalentes internas ultrapassem 172.37 MPa.  Considerando a densidade do material 
constante, minimizar o peso é equivalente a minimizar a secção de cada barra.  Ou seja a 
formulação do problema passa a ser a equação: 
 
min. ∑
=
=+++=
10
1
1021 ...)(
i
idddddF   
 
Sujeito a: σj(d) ≤ 172.37 MPa j = 1, …, 10 (4.8) 
 9.1 ≤ di ≤ 200 i = 1, …, 10  
 
Onde F(d) é a função objectivo, di é o diâmetro de cada barra i e σi as tensões 
equivalentes de cada barra. 
 
 
Fig. 4.17 - Estrutura de 10 Barras. 
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Na à análise de elementos finitos, usam-se elementos do tipo T2D2, o que significa 
análise de elementos em 2D com dois nós de deslocamento linear.  O ficheiro de entrada 
para o Abaqus, o ficheiro de extensão .inp é parametrizado em relação à secção de cada 
uma das barras. 
No programa de optimização SiDoLo, os valores usados para o critério de paragem 
foram: 
*optimisation   1 
 0.001   1.d-45   750 
 
Onde o valor 0.001 é referente à variação a aplicar a cada coeficiente para a estimação 
da diferença finita do gradiente da função a optimizar, o valor 1.d-45 é referente ao erro 
quadrado relativo entre a iteração actual e a melhor já obtida, que determinará o critério de 
paragem e o valor 750  é referente ao número máximo de iterações do processo de 
optimização. 
A função objectivo geral FG é a soma da função objectivo Fi com a função das 
penalidades P, ver equação 4.2, para i = 10 barras. 
 
A função de penalidade P usada neste problema foi: 
 
[ ]276 }10/)1037.172(,0max{5 ×−×= iiP σ ,     (4.9) 
 
Notar que se usa o produto pelo factor 5 e a divisão pelo valor 107 para que o resultado 
desta penalidade possa ter um valor próximo do da função objectivo e assim produzir a 
penalidade pretendida. 
 
No programa de interface são lidos do ficheiro de saída do SiDoLo, de extensão .coe, 
os dez coeficientes da última iteração, (ou os coeficientes iniciais do ficheiro de extensão 
.dat do SiDoLo) e depois de calculada a secção é enviada para o ficheiro de entrada do 
Abaqus, ficheiro parametrizado de extensão .inp.  O Abaqus é executado no modo 
interactive e os valores das tensões são recolhidos do seu ficheiro de saída, ficheiro de 
extensão .dat do Abaqus. 
De seguida são calculadas as funções de penalidades equação 4.9 e de seguida a função 
objectivo equação 4.8 e a função objectivo geral que inclui as penalidades. 
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No final deste programa de interface o valor da função objectivo geral é enviado para o 
programa SiDoLo, que faz a optimização dos coeficientes tendo em conta o valor da 
função objectivo geral e os envia para o seu ficheiro de saída, ficheiro de extensão .coe. 
O processo repete-se. 
 
De seguida são apresentados os resultados obtidos da optimização para este problema 
utilizando o algoritmo explicado anteriormente.  Na tabela 4.5, estão representados dois 
conjuntos diferentes de valores iniciais e finais, pertencentes a dois ensaios diferentes.  Os 
valores iniciais dos dez coeficientes para o ensaio a) são grandes e afastados da solução 
óptima e com alguns valores iguais.  No ensaio b) os valores são mais baixos que no ensaio 
a), teoricamente mais próximos dos valores óptimos, são diferentes e próximos dos valores 
obtidos nos ensaios anteriores.  Do ensaio a) para o ensaio b) são utilizadas menos 
iterações e os resultados obtido são melhores, os valores dos diâmetros obtidos são mais 
coerentes e o valor da função objectivo é menor. 
 
Ensaio Valor Inicial Coeficientes [m] Iterações 
Função 
Objectivo  FG  
Erro 
Quadrático  EQ 
Valor obtido 
Coeficientes [m] 
d1 = 0,20 d1 = 0,083 
d2 = 0,05 d2 = 0,039 
d3 = 0,18 d3 = 0,081 
d4 = 0,15 d4 = 0,076 
d5 = 0,07 d5 = 0,051 
d6 = 0,08 d6 = 0,056 
d7 = 0,10 d7 = 0,065 
d8 = 0,17 d8 = 0,079 
d9 = 0,19 d9 = 0,078 
a) 
d10 = 0,05 
153 64,854 4206,943 
d10 = 0,040 
d1 = 0.09 d1 = 0,086 
d2 = 0.02 d2 = 0,018 
d3 = 0.09 d3 = 0,079 
d4 = 0.07 d4 = 0,062 
d5 = 0.05 d5 = 0,040 
d6 = 0.02 d6 = 0,016 
d7 = 0.07 d7 = 0,064 
d8 = 0.08 d8 = 0,077 
d9 = 0.08 d9 = 0,073 
b) 
d10 = 0.03 
123 53,556 2870,810 
d10 = 0,020 
Tab. 4.5 - Estrutura de 10 Barras – Resultados obtidos pelo Algoritmo Iterativo. 
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De seguida são apresentados e comentados os gráficos e figuras ilustrativas dos 
resultados a que se chegaram e do comportamento do algoritmo durante a optimização 
deste problema. 
Os resultados da figura 4.18 apresentam a variação dos diâmetros das dez barras ao 
longo do processo de optimização.  Assim, como já comentado, o método apresenta 
maiores oscilações nas primeiras iterações (ver figura 4.19) e depois tende a estabilizar. 
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Fig. 4.18 – Resultados obtidos do ensaio da estrutura 10 barras – ensaio a). 
 
O gráfico apresentado na figura 4.19, mostra melhor os resultados e o comportamento 
do método de optimização nas primeiras iterações.  O programa nas (n+1) primeiras 
iterações faz pequenas alterações nos n coeficientes para poder calcular por diferenças 
finitas o gradiente da função.  Muitas vezes o gradiente é de tal modo grande que a 
alteração que o programa faz após as (n+1) iterações nos coeficientes dá lugar a 
penalidades na função. 
Pretende-se que o último ensaio seja o valor óptimo para este problema.  Com base nos 
anteriores e nas conclusões que deles se podem retirar, este ensaio tem valores iniciais 
convenientemente escolhidos (relativamente aos anteriores) e mais perto dos valores 
óptimos do problema.  Deste modo, a partir dos resultados obtidos no ensaio 1º ensaio, 
pode facilitar-se a velocidade de convergência e precisão do método.  De referir que não se 
devem utilizar valores de coeficientes iniciais inferiores aos óptimos.  Pois, pode levar ao 
aumento da função objectivo através do aumento das funções penalidade. 
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Fig. 4.19 - Resultados obtidos do ensaio da estrutura 10 barras, ensaio a), iterações iniciais. 
 
 
A figura 4.20, mostra os resultados obtidos através do programa de elementos finitos 
Abaqus em pós-processamento.  Desta figura podemos observar como acontece a 
deformação da estrutura e qual, comparativamente, das barras está sujeita a maior carga. 
 
 
Fig. 4.20 - Resultado obtido do ensaio da estrutura 10 barras, ensaio b). 
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Da análise dos resultados acima referidos, pode dizer-se que o algoritmo apresentado é 
coerente com os resultados que seriam de esperar para a deformação da estrutura.  Em 
princípio, pela geometria da estrutura, as barras que suportariam mais esforços seriam a 1, 
3, 7, 8 e 9.  É também o que sugere a figura 4.20 com os resultados obtidos na optimização 
deste problema. 
No entanto, na imagem da figura 4.20 todas as barras deveriam estar com cores 
semelhantes e próximas do vermelho, ou seja, todas deveriam estar mais próximo da sua 
tensão limite.  Mesmo as que sofrem menores esforços deveriam ter menor secção e assim 
aumentar as suas tensões internas. 
Este facto sugere de novo a dificuldade que o programa de optimização tem em 
dissociar e interpretar a eventual diferença de pesos de cada coeficiente na função 
objectivo.  Mais ainda pelo facto da função objectivo ser a soma dos coeficientes. Isto é, 
visto todos terem o mesmo peso na função objectivo torna-se mais difícil para o algoritmo 
de optimização atribuir pesos e, consequentemente, alterações diferentes para cada 
coeficiente ao longo das iterações. 
Assim, principalmente nas barras 2, 5 e 10 o programa não impõe tão grande 
diminuição de secção.  Isto porque para secções mais pequenas e muito diferentes das 
restantes barras o programa não consegue separar os pesos de cada coeficiente na função 
objectivo.  De salientar que a função analisada pelo programa de optimização inclui a soma 
da função objectivo e das penalidades.  Como as penalidades estão associadas às tensões 
limites, torna-se mais difícil ainda para o programa de optimização separar a influência de 
cada coeficiente na função objectivo. 
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5. CONCLUSÕES 
 
 
Nos dias de hoje, com as exigências que se colocam em engenharia, essencialmente em 
termos de prazos e flexibilidade dos produtos, é necessário e muito importante poder 
prever com confiança o comportamento de uma peça ou estrutura.  Assim surge a 
necessidade de encontrar e desenvolver algoritmos que possam dar resposta a essas 
necessidades. 
De seguida são apresentadas as respectivas conclusões e comentários gerais sobre o 
trabalho desenvolvido. 
 
 
5.1 Conclusões Gerais 
 
O algoritmo apresentado e implementado é um algoritmo geral.  Pode ser utilizado quer 
para estruturas simples, complexas ou para peças individuais.  Em qualquer um dos casos 
pretende-se no geral encontrar os valores óptimos para um determinado problema, e muitas 
das vezes não se tem conhecimento de nenhuma aproximação para os valores óptimos. 
Os resultados obtidos pelos métodos de optimização baseados no gradiente são 
conhecidos por serem excessivamente dependentes dos parâmetros dados como iniciais.  
Apesar destes métodos demonstrarem ser objectivos, devem ser utilizados repetidamente 
com diferentes conjuntos de parâmetros iniciais.  Desta forma, minimiza-se a possibilidade 
de alcançar extremos locais.  O método tem dificuldades em dissociar ou interpretar a 
eventual diferença de pesos de cada coeficiente na função objectivo.  De referir que esta 
dificuldade também não é ajudada pelo facto de a função objectivo usada neste trabalho ser 
a soma dos coeficientes.  Isto é, visto todos terem o mesmo peso na função objectivo   
torna-se mais difícil para o algoritmo de optimização atribuir pesos e, consequentemente, 
alterações diferentes para cada coeficiente ao longo das iterações. 
Aqui também fica reflectido que podem-se sempre usar os valores anteriores e as 
conclusões que deles se podem retirar, para escolher no novo ensaio valores iniciais mais 
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perto dos valores óptimos do problema.  Deste modo, a partir dos resultados obtidos num 
1º ensaio, pode facilitar-se a velocidade de convergência e precisão do método. 
O programa de optimização, nas primeiras iterações aplica pequenas perturbações em 
cada coeficiente para poder determinar o declive inicial para a função objectivo.  O que faz 
com que o comportamento do método, por tentar com declive muito grande minimizar a 
função objectivo, possa ter grandes oscilações e sofrer imediatamente penalidades.  Mas 
depois o método normalmente consegue estabilizar e orientar-se para a solução óptima. 
 
 
5.2 Perspectivas de Trabalho Futuro 
 
Uma maneira de melhorar o programa de optimização SiDoLo, pode ser incorporar-lhe 
métodos de algoritmos evolucionários [M. Papadrakakis, N. D. Lagaros, 2003] 
Os algoritmos evolucionários já demonstraram a capacidade de criar boas soluções em 
problemas de optimização complexos e as vantagens destes algoritmos são: 
1. menor possibilidade de convergência para um mínimo local visto que a procura se 
inicia de diferentes potenciais soluções; 
2. capacidade de encontrar eficazmente uma solução num espaço de procura realizando 
apenas operações probabilísticas; 
3. robustez, por unicamente necessário a informação do valor da função objectivo, não 
necessitando de calcular a função derivada; 
4. capacidade de operação com uma larga gama de funções: descontínuas, multimodais, 
fortemente não-lineares, etc. 
A generalidade dos algoritmos evolucionários, que inclui algoritmos genéticos, 
encontra uma solução óptima dentro do universo possível de soluções [A. Andrade-
Campos, 2005]. 
 
Nos dias de hoje, é muito comum qualquer estrutura e/ou peça ser facilmente 
desenhada em 3D.  Assim, dentro da mesma metodologia deste trabalho poder-se-ia 
evoluir para a importação directa da peça em desenho de CAD de um programa de desenho 
3D.  Verificar até que ponto o algoritmo seria robusto.  Outra evolução seria o estudo e 
aplicação de outro tipo de constrangimento, por exemplo para grandes deslocamentos ou 
para vibrações. 
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